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TYPY UVAH V PROCESU TVORBY MATEMATICKYCH ULOH PRO
NADANE ZAKY

Eva Semeradova

Abstrakt

Cldnek md dva cile. Jednim z nich je sezndmit ¢tendre s vysledky vyzkumu tykajiciho se toho,
jak tviirce ulohy uvaZuje pri jejim vytvdreni. Predstaveny budou tivahy typu pokus - omyl,
uvahy s cdstecnym védomim ndsledku a tivahy splnym védomim ndsledku. Vzhledem
k témto tivahdm budou demonstrovdny rozdily mezi riizné zkuSenymi tviirci tiloh. Hlavnim
vysledkem vyzkumu je zjisténi, Ze s rostouci zkusenosti tviirce stoupd pravdépodobnost

vyskytu tivahy s plnym védomim ndsledku.

Druhym cilem je sezndamit ctendre (a to hlavné takové, kteri o tvorbé matematickych uloh
nemaji predstavu) s tim, jak takovda matematickd tloha - tfeba do soutéZi pro nadané Zdky
- vznikne. VSe si ukdZeme na prikladu tvorby tlohy ¢lena Ulohové komise Matematické
olympiddy. Uvahy jsou popsané tak, aby byly v hlavnich rysech srozumitelné i ¢tendri, ktery
matematice priliS nerozumi. V priloze jsou pak uvedena plnd znéni areSeni v textu

zmiriovanych tloh.

Klicova slova: Tvorba tloh, tilohy pro matematické soutéZe, tivahy typu pokus - omyl,

uvahy s cdstecnym védomim ndsledku, tuvahy s plnym védomim ndsledku.

Idea Types in the Process of Posing Mathematical Problems for Gifted Pupils

Abstract

There are two aims of the article: The first one is to present research results regarding the
idea types during problem posing. There are three idea types shown here: Trial error ideas,
semi-intentional ideas and intentional ideas. The ideas will be used as a framework to show
the differences between the problem authors on various experience levels. The main result is

that the more experienced the author is, the intentional idea is more probable to appear.
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The second aim is to show to the readers (especially them who do not deal with Mathematics
and Mathematical problems) with the process leading to the new Mathematical problem. All
will be shown on the case of the member of Mathematical Olympiad Problem Authors team.
His ideas are described in the way for the readers to be understandable despite not being
professional in Mathematics. The Appendix presents the problems discussed in the article

supplied with their solution.

Keywords: Problem posing, Mathematical competition problems, trial - error, semi-

intentional ideas, intentional ideas.
Uvod

Zakladnim nastrojem, jak pracovat s matematicky nadanymi zaky, jsou narocné
matematické ulohy. A¢ to na prvni pohled miiZe vypadat jinak, vytvareni novych uloh je
nutné stale. Nad potrebou novych naro¢nych a netradicnich uloh se zamysli napt. Zhouf
(2010): Velkym odbératelem takovych uloh jsou matematické soutéZe. U nich je pravé
novost ulohy vysoce dilezitym prvkem. Kdyby byly ulohy odnékud prevzaté,
nespravedlivé bychom zvyhodiiovali ty reSitele, ktefi na danou tlohu jiZ tfeba naprostou
nahodou narazili. Ale nové dlohy jsou potieba nejen do novych kol soutézi a novych
ucebnic. Vyviji se doba, vyviji se spole¢nost, vyviji se didaktika atd. A taky kazdy Zak je
jiny. Nékdy je prosté potreba vytvaret nové ulohy konkrétnimu Zakovi nebo konkrétni

situaci na miru.

Zdlraznéme nyni, Ze celou dobu mluvime o tvorbé naro¢nych uloh, vétSinou slovnich.
Takovych, jejichZ feseni od zaka vyZaduje premysleni, u kterych neni vidét zptisob reSeni
na prvni pohled, které jsou Skolsky netypické. Odborna verejnost pracujici s nadanymi
zaky poklada za znaky kvalitni tlohy hlavné jeji matematické charakteristiky. Napfr-.
nerutinnost, reSitelnost vice zplisoby, potencial k dalsimu zkoumani aj. Oproti tomu
pedagogové nepracujici vyhradné s nadanymi Zaky kladou vétsi diiraz na interakci dlohy

s zakem (Patakovi, 2013).

Proces tvorby narocnych uloh se zajisté 1isi od situace, kdy potfebujeme vytvorit béZnou
procvicovaci ulohu. Druhy pripad je pomérné rutinni prace. Situace je pritom velice
seviend tim, ze presné zname cilovou skupinu zakil, konkrétni cile prace stlohou,
konkrétni obtiZnost atp. Tvorime-li naro¢nou dlohu, mame daleko vétsi volnost. A to

s jejimi pozitivnimi i negativnimi disledky. Uplatiiujeme kreativitu, nakladame s tématy
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zplsobem, ktery se ndm libi. Tviirci dloh do soutéZi mnohdy pracuji tak, Ze si pohravaji
s napadem, dotvori jej v konzistentni dlohu a teprve poté rozhodnou, pro jakou vékovou
skupinu je ziskana uloha vhodna. Je to tedy Uplné opacna situace, nez kdyz tvoirime tlohu
s cilem napf. ,procvicit zakladni uZiti Pythagorovy véty ve slovni iloze pro osmaky tak,
aby to zvladli i,c¢tyrkari“. Volnost prace ale znamena i to, Ze tviirce sam musi hledat,
objevovat, premyslet, zavrhovat malo nosné napady - pti tvorbé soutéZnich tloh se prosté

nemulZeme spolehnout na néjaké voditko, které by ndm praci usnadnilo.

Zajimavé je srovnat, jakym zplisobem ke tvoreni tloh pristupuji profesionalové a jakym
zacinajici tviirci. Rozdilli je mozné identifikovat mnoho. My se v ¢lanku zamérime na dva

nejvyraznéjsi — linearni a cyklicky model nadani a rozdily v typech avah.

Teoreticka vychodiska

vz

Akay a Boz (2009) se zabyvali hledanim pricin, proc¢ je tvorba uloh pro zacate¢niky
v oboru naroc¢na. Jedna se o tyto ¢tyti skupiny problémi:
e ObtiZe vyvstdvajici z podstaty cinnosti tvorby tiloh
Jak je uvedeno vyse, tviirce ma volnou ruku - neni svazany zadnym danym
postupem prace. Proto ale miize mit zacatecnik problém napft. jiz s tim, Ze nevi,
odkud zacit, Ze si neumi urcit dil¢i kroky prace, Ze neumi zformulovat vymyslenou
ulohu, aby byla srozumitelna ostatnim, ...
e ObtiZe vyvolané osobou zacinajiciho tviirce
Zacinajici tvirce napft. neni dostatec¢né kreativni, dostatecné sebevédomy, aby se
poustél do zkoumdani neznamych matematickych situaci, nema dostatecnou
predstavivost, ...
e Nedostatky v matematickych znalostech
Je ziejmé, Ze ten, kdo tématu sam dostatecné a v Sirokych souvislostech nerozumi,
nemiiZe v ném ani tvorit kvalitni tlohy.
e ObtiZe plynouci ze zvykii a neochoty opoustét zndmé
Zacate¢nik mlze mit problém zacit myslet jinym zptisobem, neZ byl zvykly. Shriki
(2010) uvadi na zakladé vyzkumi se studenty pedagogickych fakult, Ze novacci ve
tvorbé uloh pfitom citi vétsi uspokojeni z opacného procesu - z toho, Ze ulohu

vyresi, neZ z toho, kdyZ néjakou vytvori.
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Tvorbu uloh zacate¢nikli a zkuSenych tvircli srovnavali Pelczer a Gamboa (2009). Ti
vyvinuli linedrni a cyklicky model tvorby uloh.V jejich pojeti jsou zacatec¢niky stredosSkolsti
studenti a studenti prvniho roc¢niku vysoké skoly, zkusenymi tviirci vysoce uspésni

resitelé matematické olympiady a ucitelé matematiky.

V modelu operuji s péti stadii, pricemz v priibéhu tvorby se nemusi vyskytnout kazdé

stadium, néktera se zase vyskytuji opakované:

e Nastaveni znamena napr. urceni tématu, rozmysleni vychoziho bodu, rozmysleni
podstatnych charakteristik aj.

e Transformace znamena analyzu jiZ hotového a provedeni potiebnych zmén.

e Formulace je nalezeni vhodné otazky, jeji zasazeni do kontextu, zformulovani
ulohy apod.

e Hodnoceni znamena zhodnoceni dil¢ich c¢asti ulohy i ulohy celé.

e Zdverecné zhodnoceni je fazi zpétného ohlédnuti za procesem tvorby (popf.

pouceni z néj), zhodnoceni tlohy jako celku vzhledem k jeji zajimavosti, kvaliteé.

Zacatecnici obvykle tvorili Ulohy linearnim zplisobem. BéZna je napft. trajektorie
Nastaveni - Formulace - Hodnoceni, coZ znameng, Ze autor vymysli namét, zformuluje
k nému otazku a pak ji prijme, nebo zavrhne. V linearnim zpiisobu tvorby obvykle nejsou
pritomna vSechna stadia, vétSinou chybi transformace. Zac¢atecnik ¢asto rozvede napad,
a pokud zjisti, Ze se mu uloha vznikla z prvotniho napadu nelibi, neni schopny ji upravit.
SpiSe napad opusti a hleda jiny. Prace je spiSe orientovana nahodné.

ZkuSeni tvilrci pracuji vétSinou cyklicky. Podle potieby se vraceji k jednotlivym stadiim,
provadéji transformace. DokaZi se poucit z netspéchu. Maji svou predstavu kvalitni ulohy
a cyklicky se vraceji mezi stadii tak dlouho, dokud nejsou s vyslednou ulohou uplné
spokojeni. Mnohdy je (na rozdil od zacateCnikli) pritomné istadium zavérecného

zhodnoceni.

Nyni se podivame na dalsi vyznamny rozdil v pristupu riizné zkuSenych tviirci tloh, a to

v typech uvah.
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Metodologie
Prezentovana prace je jednim z vysledkli mého Sirstho vyzkumu hledajiciho rozdily ve
tvorbé tuloh rizné zkusSenych tvirci. Pro potieby vyzkumu byly vytvoreny tri kategorie

tvarcd s raznou Urovni zkusenosti s tvorenim tloh:

e Zacdtelnici Zadnou zkuSenost s tvorbou uloh nemaji. Nejedna se vSak o uplné
laickou verejnost, protoZze maji dostatecné matematické znalosti a znaji
matematické soutéze. (Vyzkumny vzorek tvorili studenti poslednich dvou ro¢nikt
uCitelstvi matematiky na Pedagogické fakulté UK, kteri ale nikdy nebyli zapojeni
do akci spojenych s tvorenim uloh.)

e Odbornici maji bohaté zkuSenosti s tilohami a jejich predkladdnim zakim, obcas
sami také néjakou dlohu vytvori, ale ne vic, nez vyzaduje béZna ucitelska c¢innost.
(Vyzkumny vzorek tvori ucitelé, kteri nikdy nikde nepublikovali vlastni tlohy.)

e FExperti tvori ulohy profesionalné. (Jedna se o Cleny ulohovych komisi soutéZi,

autory ucebnic apod.)

Porovname-li predloZené kategorie s ¢clenénim vyuZivanym pro linearni a cyklicky model
tvorby (Pelczer a Gamboa, 2009), pribyva kategorie expertid. V pojeti linedrniho
a cyklického modelu je zkuSeny tviirce opakem zacatecnika. Jejich kategorie zkuseny
tvlirce by tedy odpovidala slou¢eni nasSich kategorii odbornik a expert. Ve vyzkumu
linedrniho a cyklického modelu se ale Zadni experti nevyskytuji, zkusené tviirce zastupuji
pouze odbornici. Z vySe uvedeného pro nas plyne ocekavani, Ze uzacatecniki bude

pievazovat linedrni model tvorby, u odbornikii i experti model cyklicky.

Vyzkumnou otazkou bylo: Jak se lisi proces tvorby tloh s rostoucim mnoZstvim zkusenosti

s tvorbou (tedy v radé zacdtecnik - odbornik - expert)?

Na zdkladé predvyzkumi zaloZenych na volném pozorovani tviirct uloh byly vytipovany
dale uvadéné tri typy uvah jako oblast s potencidlem k odhaleni rozdili mezi rtzné
zkuSenymi tvirci uloh. Dale byly provadény predexperimenty s dotazniky, kdy tvirci
sami posuzovali miru uvédoméni dlsledku jednotlivych tvah. Subjektivita takovych
posouzeni se vSak ukazala jako obrovsky problém, takZe v ramci hlavniho vyzkumu jsem

pristoupila k analyze sebereflexi tvorby.
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Sebereflexi je v tomto vyzkumu minén podrobny popis vSech (i zdanlivé bezvyznamnych
akcili nevedoucich) vah béhem procesu tvorby tlohy. Uéastnici byli vyzvani, aby
vytvorili ndro¢nou a origindlni ulohu, kterou by bylo mozZné vyuzit do matematické
soutéZe s otevienymi dlohami (tj. bez vybéru odpovédi). Vékové rozmezi cilové skupiny
zaki bylo zadano pro devaty ro¢nik zakladni Skoly (¢i samoziejmé také odpovidajici
ro¢nik viceletych gymndzii) nebo pro prvni roc¢nik Skol stfednich. Divod pro dané
rozmezi je Cisté prakticky. Situace bez omezeni by nebyla pro vyzkum vhodna - tvorba
ulohy napf. pro paty rocnik zakladni Skoly versus maturitni ro¢nik Skoly stredni by
z principu musela vykazovat rizné znaky. Pfrelom zakladni a stfedni Skoly byl vhodny
proto, Ze bylo mozZné vyuZit respondenty ze zakladnich i stfednich Skol a z ilohovych

komisi zakladoskolskych i stredoSkolskych soutéZi.

Uéastnici méli za tikol vytvorit pozadovanou tlohu a k ni sepsat podrobnou sebereflexi
tvorby. Spolu s tlohou bylo poZadovano autorské reSeni, aby bylo zajisténo, Ze odevzdany
budou tlohy opravdu dotaZené do konce. Ulohu tvotili t¢astnici doma, bez ¢asového nebo
jiného omezeni. Nebylo ani nutné praci provést najednou. Jediny pokyn tykajici se ¢asu
byl, Ze sebereflexi musi sepisovat pfimo v priibéhu tvorby nebo bezprostfedné po ni,
dokud si vSe podrobné pamatuji. Zpétnym dotazovanim bylo zjiSténo, Ze vypracovani
ukolu nejrychlejsimu ucastnikovi trvalo 40 minut, nejpomalejSimu 8 hodin. Celou praci
méli ucastnici odevzdat nejpozdéji mésic od obdrzeni zadani. Termin ale nebyl prisny,
pokud nékdo pozadal o prodlouzeni limitu, bylo mu vyhovéno. Respondenti védéli, Ze se
ucastni vyzkumu zaméreného na proces tvorby uloh. Nevédéli vsak, Ze vysledkem bude

srovnani riizné zkusenych tviirca.

Vlastni vyzkum meél 75 dcastniki: 23 zacatecnikli, 27 odborniki a 25 expertd.
Analyzovany byly sebereflexe tvorby tulohy, a to pomoci softwaru Atlas.ti. Metodologie
sice byla odvozena ze zakotvené teorie, takto vsak byly zpracovavany spisSe predvyzkumy.
Ve vlastni vyzkumné Casti tykajici se typt uvah jiz byly pouze kdédovany kategorie

vytipované predvyzkumem.

Vyzkumny vzorek Kkategorie zacatecnikli tvorili studenti ucitelstvi matematiky
pedagogické fakulty, kde jsem vedla seminaf zaméreny na praci s matematickymi talenty
a splnéni Ukolu po nich pozZadovala povinné jako jednu z podminek ziskdni zapoctu.
Skupiny odbornikii a expertdi, aby viibec bylo moZné dostate¢ny pocet respondentii

ziskat, musely byt za praci financné odménény, i kdyz nékteri by se pravdépodobné
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zUcastnili i bez této motivace. Skupinu odbornikii tvorili ucitelé zakladnich i stiednich
Skol. Pritom skupinu stredoskolskych ucitelli tvorili prevazné ucitelé gymnazii, kteti by
méli mit snaro¢nymi matematickymi ulohami bohaté zkuSenosti. Jako experti byli
osloveni ¢lenové tlohovych komisi vétsich matematickych soutézi potradanych v CR

a nékolik autori stredoskolskych ucebnic.

Jako zajimavost jeSté uvedu, Ze podil Ucastnikii vyzkumu oproti vSem oslovenym osobam
byl prekvapivé podstatné vyssi v kategorii expertii nez v kategorii odbornikd. Oc¢ekavani
bylo, Ze bude spisSe problém ziskat experty, kterych je v republice pomérné malo a kteri
vétSinou byvaji casoveé pretiZeni. Pfedpokladam, Ze dlivod tkvi v tom, Ze od expertii byla
poZadovana Cinnost, ve které se citi sebejisté. Ucitel bez zkuSenosti v tvoreni uloh, ktery
ma vsak zadroven pocit, Ze by se mél projevit jako schopny, se icasti ¢asto trochu obaval.
Z tohoto stavu plyne jisté omezeni interpretace vysledkl vyzkumu - nemizeme si pod
pojmem odbornik predstavit primérného béZného ucitele, protoze ti, ktefi se Cinnosti
obavali, se viyzkumu nezucastnili. Pro nas vyzkum se v§ak nejedna o Zadny problém. Cilem
nebylo prozkoumat, jak tvori ulohy ,typicky ucitel“. Cilem bylo zjistit, jak se méni pristup
k tvoteni uloh se vzriistajicim mnoZstvim zkuSenosti tviirce. A ucitele ochotné zapojit se
do vyzkumu miiZeme beze vSech pochybnosti zatradit jako skupinu stojici mnozZstvim

zkuSenosti s tvorbou uloh mezi skupinami zacate¢nik a expert.
Typy Gvah
Jednim z vystupti vyzkumu bylo stanoveni ti{ typti ivah v procesu tvorby:

e Uvahy typu pokus - omyl
Jedna se osituace, kdy tvirce ma napad, ale ten neni vztaZen Kk néjakému
konkrétnimu cili a tvlirce nema ocekavani, kam napad povede. Ndhodné zkousi
rizné moznosti, rizné situace, riizna cisla apod. Pritom je Sance, Ze ivaha se ukaze
jako dobra a bude se dale rozvijet, stejné tak je ale moZné, Ze nebude k nicemu.
Napfr-.:
,Namaloval jsem rovnobéznik a rozdélil jej ahloprickami. Dival jsem se, jestli by
mé k obrazku néco nenapadlo.”
,Poklad budeme podle pravidel, ktera jsem vymyslel, délit - reknéme tfeba mezi
dva loupeZniky.“

e Uvahy s ¢dstecnym védomim ndsledku
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Takové uvahy jsou vSechny, které nejsou ani pokus - omyl, ani s plnym védomim
nasledku. Najdeme zde znaky obou dalSich skupin. S ivahami s plnym védomim
nasledku maji Uvahy scastetnym védomim nasledku spolecné zakotveni
v predchozi praci. MysSlenky nejsou dplné ndhodné, vychazi z ocekavani, kam by
autor chtél rozpracovanou ulohu posunout. Zarovenn vSak vykazuji
i charakteristiky typu pokus - omyl. Autor alespon trochu tusi, co by s dlohou chtél
udélat, a néjakym zpiisobem to zkusi. Uprava stejné jako uivah pokus - omyl
miiZe, ale nemusi vést k cili. Obvykle se jedna o vétSinu ivah béhem tvorby. Napi-.:
»Zkusil jsem vypocitat obvody trojuhelnik, které délenim rovnobézniku vznikly.
Nenapadl mé ale zadny zptsob, jak to udélat bez pouziti cosinové véty, takze to
vhodné pro devataky neni. Radéji zkusime pocitat obsahy.“
,VSechno na uloze zatim vypada dobre, ale déleni pokladu mezi dva loupeZniky je
prilis snadné. Budeme poklad délit tfeba mezi patnact loupezniki.”

e Uvahy s plnym védomim ndsledku
Tyto tvahy tvori protip6l ivahdm pokus - omyl. Tviirce naprosto presné vi, ceho
chce docilit, a vi také presné, jak toho docilit miéize. Uvaha s plnym védomim
nasledku je predem naplanovana, nemiiZe se stat, Ze pri jejim spravném provedeni
nedojdeme k zamyslenému cili. Velmi Casto je spojena se zpétnym vypoctem
vhodnych udajl do zadani tlohy. Napft-.:
,Pocitani obsahi takto ziskanych trojuhelniki je trividlni. Potfebuji zménit kol
tak, abychom vyuZivali stejny vypocet, ale aby to nebylo tak vidét na prvni pohled.
Potrebuji tedy jiné trojuhelniky, které by ale mély zachovanou jednu stranu
a zachovany obsah. Toho docilim tim, Ze posunu treti vrchol trojihelniku po
rovnobéZce s protéjsi stranou. Je jedno, o kolik cm ho posunu, vysledek zlistane
vZdy stejny. Tak feknéme o 1 cm, aby zadani vypadalo hezky.“
,Kdybych délil poklad mezi patnact loupeznikii, vyjde, Ze by si méli roziezavat

zlaté ¢iSe na casti. To je hloupé. Jak to tedy je? KdyZ pocet loupeZnikli oznacim x,

tak béhem teSeni dlohy provadim nasledujici vypocet: (? + 20) ‘3= % + 60.

X
KdyZ chci, aby kazdy loupeznik mél cely pocet zlatych ¢iSi, musi byt cislo 50
délitelné poctem loupezniki. Tak jich bude 25.“
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VysledKky vyzkumu

Potvrdilo se ocekavani, Ze uzacate¢niki bude prevazovat linedrni model tvorby,

u odborniki i experti model cyklicky.

Nejzretelnéjsi rozdil v praci riiznych skupin respondentli se vyskytuje utvah s plnym
védomim nasledku. Ty se uexperti vyskytly vsedmi pripadech zpétadvaceti,
u odbornikii ve trech pripadech ze sedmadvaceti a u vSech triadvaceti zacate¢niki se
nevyskytly Zadné. Po prepoctu tedy vychazi prlimérné na jednoho ucastnika u expertti
0,28 tivahy s plnym védomim nasledku, u odbornikii to bylo 0,11 a u za¢atec¢nikli 0 ivah

s plnym védomim nasledku.

Uvahy typu pokus - omyl ativahy s ¢asteénym védomim nasledku se hojné vyskytuiji
v praci vSech tri skupin. Zajimavé je ale podivat se na uplny zaCatek prace na vytvareni
ulohy. Prvni tvaha prace je vZdy iivahou pokus - omyl (¢astéji) nebo ivahou s ¢astecnym
védomim nasledku. Uvahou typu pokus - omyl &asto zaéinaji tviirci ze viech tif skupin.
Zkousi vymyslet vhodny kontext, voli konkrétni téma ulohy, kresli obrazky, rozmysleji
rizné situace. Za zminku vsak stoji prace zacatecniku. Ti velmi Casto ptichazi s napady,
které pak rovnou zavrhuji a hledaji ndpady jiné. Zda se, Ze na rozdil od ostatnich skupin
maji velmi slabou predstavu cilové dlohy. Ndhodné zkousi riizné kontexty. Pokud se jim
rychle nepodafi najit jejich rozvinuti do zajimavé ulohy, ndpad opousti a hledaji jiny.
Naopak experti, a¢ sami Casto zac¢inaji ndhodnou tvahou pokus - omyl, jsou mnohem
Castéji schopni rozpracovat v tlohu hned prvni ndpad. Ze zacate¢nikli ve vyzkumu 13
pripousti, Ze opustili vice nez dva riizné naméty, zatimco ve skupiné odborniki to byli
pouze 3 aexpert, ktery by opustil vice nez dva rizné naméty, se nevyskytl zZadny.
U expertli je dokonce nékdy tézké rozhodnout, zda je jejich prvotni myslenka typu pokus
- omyl, nebo jiZ mySlenka s ¢astecnym védomim nasledku. Expert na rozdil od zacate¢nika
malokdy pracuje tak, Ze si nakresli napr. obrazek Sestithelniku, jestli vném nahodou
neuvidi néco zajimavého. Expert vétSinou zacina takovym obrazkem, protoZze jiZ tusi, Ze
do néj bude chtit vpisovat Utvary a pocitat jejich obsah. Tyto tvahy jsem nakonec

kodovala jako pokus — omyl, rozdil v propracovanosti je ale ziejmy.
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Ukazka - tvorba dlohy u Libora

Podivejme se nyni podrobné na jednu trajektorii tvorby naro¢né ulohy pro nadané zaky,
konkrétné na ulohu, kterou vytvotil ¢len Ulohové komise Matematické olympiady Libor
Simfinek. Liborova ¢innost je komentovana z hlediska typt tivah i z hlediska faze tvorby

v ramci linedrniho a cyklického modelu tvorby autorti Pelczer a Gamboa (2009).

Pokud patiite mezi ty, kteii si s matematikou p¥ili§ nerozumi, neleknéte se. Uvahy jsou
popsany tak, aby v hlavnich obrysech byly srozumitelné i bez hlubSiho vhledu do situace.
Pokud naopak pattite do tdbora matematikili, nezlobte se, Ze jsou v textu vynechany
Liborovy propocty. Z hlediska typii ivah by nic nového neptinesly, a pokud nékoho z vas

zajimaji, jisté si je hravé doplnite sami.

1. | Uvaha

Libor si vzpomnél na jednu svou starsi ulohu:

Obdélnik jsme rozdélili dvéma na sebe kolmymi primkami na ¢tyri mensi obdélniky.
Délka kaZdé jejich strany je v centimetrech vyjddriena celym Cislem. Obsahy ti'i z téchto
Ctyr mensich obdélnikii jsou 325, 375 a 405 centimetrii Ctverecnich. Vypocitejte délky
stran ptivodniho obdélniku.

(Reseni tlohy - viz p¥iloha.)

V zadani se nevyskytoval Zadny nacrtek. Libor si podobnou situaci kresli.

Zjistuje, Ze nacrtkem by se uloha vyrazné zjednodusila. (V loze bez nacrtu totiZ neni
ziejmé, ktera policka spolu sousedi, reSitel musi zvaZovat vSechny moZnosti.)

Nicméné obrazek (kde jiZ vynechal podminku celociselnosti délek stran) se mu libi.

Typ tivahy
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Uvaha s ¢asteénym védomim nésledku. Libor hled4 inspira¢ni zdroj, nachazi jej ve
své starsi uloze. M4 vizi, jak chce s nAmétem pracovat (odstranéni celociselnosti
délek stran, vyuZiti obrazku jako namétu k rozvinuti v komplikovanéjsi situaci).
Namét miizZe, a nemusi byt nosny. Neni to vSak slepé zkousent, jista vize zde je - Libor
sije védom potencialu situace, ma rovnéz predstavu, kterym smérem se tvorba bude

ubirat.

Faze tvorby

Nastaveni.

Komentar

Na prvni pohled se miiZze zdat prekvapivé, Ze expert zacind tvorbu nové soutézni
tilohy inspiraci v tiloze jiZ existujici. Clovéku neznalému problematiky tvorby tloh to
mozna pripada jako opisovani ¢i kopirovani jiz hotové prace. Uvidite vSak sami, co
se s namétem stane, k jak nesmirné rozdilné tloze béhem cesty Liborovymi tvahami
dospéjeme.

Inspirace jiz hotovou tlohou ¢i jinym textem s matematickym obsahem je jednou ze
Ctyt moznosti, kterou jsem identifikovala jako vychozi bod, odkud miZe tvorba
ulohy zacit (Patdkova, 2014). DalSimi vychozimi body jsou matematické téma,
prostredek k reSeni a kontext.

Frekvence zastoupeni vychoziho bodu inspirace znamou ulohou klesa v radé experti
- odbornici - za¢atec¢nici. Diivod byl nastinén jiz vyse. Clovék bez zku$enosti
stvorbou povazuje tento zpilsob za néco nepripustného, za prohieSek proti
poZadavku na originalitu tlohy. ZkusSeni tviirci naopak védi, Ze potiebuji od néceho
vyjit. (Zkuste si sednout nad prazdnym papirem s poZadavkem ,chci udélat jakoukoli
ulohu“. Jde to Spatné.) Zaroven védi, Ze hotovou ulohou se mohou inspirovat beze
strachu o originalitu - existujici ilohu vezmou opravdu jenom jako pocatek, odkud
se zacnou odvijet jejich mySlenky. Poté, co si s tématem dostatecné pohraji, ziskaji
zcela jinou ulohu postavenou na zcela jiném zpisobu feseni. Stejné jako Libor, jehoz
uvodni namét je o hledani rozkladli na soucin a jejich vhodném seskupovani, kdeZto

nova uloha je pomérné narocny algebraicky ukol s geometrickym kontextem.

2. | Uvaha
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Libor zkousSi nakreslit obdélnik 3x 2 pole, nahodné vyplnhuje nékteré obsahy

a zkoumj, jestli je moZné dopocitat obsahy vSech poli.

f 11' 15 5: ;

Zjistuje, Ze uloha ma nekonecné mnoho reSeni. Kdyby zadal dalsi obsah, uloha by

byla prili§ snadna.

Typ tivahy

Pokus - omyl.

Faze tvorby
Transformace, formulace a hodnoceni. (Méni podminky tulohy - transformace,
identifikuje atestuje moZnou otazku - formulace, hodnoti jako priliS snadné -

hodnoceni.)

3. | Uvaha
Libor zkousi nakreslit obdélnik 3 x 3 pole, nahodné vypliuje nékteré obsahy

a zkoumaj, jestli je moZné dopocitat obsahy vSech poli.

,,,--__7_..,..7‘__.__;
L2y |

Obsah jednoho pole (,vlevo dole“) jde dopocitat snadno, pro ostatni je opét

nekonec¢né mnoho reseni.

Typ tivahy

Pokus - omyl.

Faze tvorby

Transformace, formulace a hodnoceni.

4. | Uvaha
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Dale Libor propocitava, zda vSech nekone¢né mnoho moznosti obsahl podle
predchoziho obrazku nema néco spolecného - napt. zkousi, zda obsah celkového

obdélniku neni konstantni nezavisle na rozdéleni obsahu jednotlivych poli. Neni.

2 Ix

Typ tivahy

S ¢astecnym védomim nasledku. Libor hleda invarianty. Vychazi ze znalosti situace.
Prvek zkousSeni v jeho praci je - tipuje, co by mohlo byt invariantem. Pracuje ale
systematicky, sleduje vypoCet azkouma ivném, zda by neSlo néco zajimavého

objevit, neni to jen nahodny pokus a omyl.

Faze tvorby

Transformace.

Komentdr

VSimnéte si, jak Libor situaci duasledné rozebird. Zacatecnicky pristup by
pravdépodobné vypadal takto: ,Ma to nekone¢né mnoho feseni - neni vhodné -
kreslim jiny obrazek®. Libor vSak zkoum3, zda nenajde néjaky invariant, ze kterého

by mohl vytvorit zajimavou otazku do tulohy.

5. | Uvaha
Libor zkousi pridat paty obsah. Pocita dalsi obsahy.
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Uloha spoéitat obsahy viech poli ma jednozna¢né feseni, Liborovi se libi, ale ne jako
olympiddovd, protoZe je snadna. Komentuje ji vSak jako vhodnou pro konkurz do

Matematického klokana. (PIné znéni a feSeni tlohy je uvedeno v priloze.)

Typ tivahy
Zde se pohybujeme na pomezi ivahy pokus - omyl a ivahy s ¢astecnym védomim
nasledku. Libor presné vi, Ze potrebuje zadat obsah péti poli, aby tloha méla kone¢ny

pocet reSeni. Vybér pole a hodnoty do néj, to je jiz pokus - omyl.

Faze tvorby

Transformace, formulace, hodnoceni.

6. | Uvaha
Libor se vraci kzadani pouhych ¢tyt obsahd, zkousi jiné umisténi poli (viz obr.

v Uvaze 7). Vychazi opét nekone¢né mnoho reSeni.

Typ tivahy

Pokus - omyl.

Faze tvorby

Transformace, formulace.

7. | Uvaha
Jako v Uvaze 4 se snazi vypoc¢tem se zavedenymi proménnymi hledat invarianty.

Opét nenachazi.
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Typ tivahy

S ¢astecnym védomim nasledku.

Faze tvorby

Transformace, formulace.

8. | Uvaha

Libor zkousi vyplnéni obsahu patého pole (v jiném rozlozeni nez v Uvaze 5).

Uloha vychazi podobna jako v Uvaze 5.

Typ tivahy

Pokus - omyl.

Faze tvorby

Transformace, formulace a hodnoceni.

9. | Uvaha
Libor sumarizuje, co zjistil. Zadat Ctyti obsahy nestaci, zadani patého obsahu vsak
generuje priliS snadnou ulohu. Odtud plyne, Ze je potieba zadat ke ¢tyfem obsahlim

jesté néjakou informaci, ovSem ne rovnou obsah. Zkousi tedy pridat podminku, Ze
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celkovy utvar je ¢tverec. Pocita, zda je jiZ moZné dopocitat vSechny obsahy. Zavadi
proménné, vypocet je vsak tak slozity, Ze jej ani nedoresuje - stejné by takovou ulohu

nemohl zadat zakim.

7*’1
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Typ tivahy

S ¢astetnym védomim ndasledku. Pridani informace o Ctverci je sice nahodné

zkousSeni, Libor vSak presné vi, jaky typ informace bude do ulohy potreba.

Faze tvorby

Transformace, formulace a hodnoceni.

10.

Uvaha
Libor opousti myslenku ,velkého“ ¢tverce, zadava podminku, Ze ¢tvercem je jedno

z poli. Situace ma nekone¢né mnoho feseni.

Typ tivahy

S ¢astecnym védomim nasledku.

Faze tvorby
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Transformace, formulace.

11.

Uvaha

Libor zkousi jiné rozmisténi.

Typ tivahy

Pokus - omyl.

Faze tvorby

Transformace a formulace.

Komentar

Libor v avodu této uvahy uvadi: ,Nebyl jsem si jisty, zda neni nekonecné mnoZstvi
reseni ddno rozmisténim zadanych obsahti. Nechtél jsem se poustét do obecnych tivah,
a radéji jsem z pohodlnosti rozmistil zadand Cisla jinak a zacal ulohu resit.” Jiz tato
véta je ukazkou jeho zkuSenosti v tvorbé - nespoléha na zkouseni, je si védom, Ze by
mohl odvodit obecnou poucku o tom, jaké minimalni mnoZstvi informaci a jakého
typu je potreba k tomu, aby byla situace jednoznac¢na. Takové odvozeni by vSak
v tomto pripadé dalo neimérné velkou praci. Nicméné opravdu se nékdy pfti tvorbé
ulohy stane, Ze autor sam provadi obecnd odvozeni a odvodi obecna tvrzeni na

urovni o mnoho vyssi, nez je poZadovana droven ulohy.

12.

Uvaha

Libor zadava soucasné obé podminky - jedno vybrané pole je Ctvercové a zaroven
cely utvar je ¢tverec. Dopocitava dalsi obsahy. Se situaci je spokojen - tiloha se mu
libi. Planuje pouze zménit Cisla, protoZe hodnoty, které vychazi, se mu nelibi -

nechce, aby obsahy vychazely jako zlomky.

Typ tivahy
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S ¢astecnym védomim nasledku - obé podminky uz ma ozkousené, jejich spojenim

doufa v jednoznacné resent.

Faze tvorby

Transformace, formulace a hodnoceni.

13. | Uvaha

Libor rozmysli, jaka ¢isla do ulohy zadat. Vychazi ,,odzadu“ - nejdriv vyplni ndhodné
jeden radek, poté vypocita hodnoty v ostatnich fadcich tak, aby odpovidaly prislusné
poméry. Provadi vypocet navrzené tlohy. (Srafovana pole by byla zadan4, obtaZené
pole je Ctverec.) ZjiStuje, Ze nezohlednil podminku ¢tverce, iloha nema reSent.

/

| 52,54 Lo

|

b2
3a/c4 LYy /1§
Typ tivahy
S ¢astecnym védomim ndasledku. Libor zohlediiuje vétSinu vztahd v tUloze, ale ne
véechny. Uvaha se v$ak jiz velmi bliZi iivaze s pInym védomim nasledku.
Faze tvorby
Transformace, formulace a hodnoceni.
Komentdr
VSimnéte si, jak zacina s hledanim vhodnych c¢isel rovnou systematicky. Zac¢atecnik
by urcité jesté nékolikrat vyzkousel zadat do Srafovanych poli nahodna cisla, nez -
pokud viibec - by zkusil promyslenéjsi praci.
14. | Uvaha

Libor opét vychazi ,odzadu“ - nyni zacind volbou vhodnych délek stran

obdélnikovych poli. Zohlediiuje vSechny pozadavky ulohy - jedno pole je Ctvercové,

cely utvar je ctverec. Klade si vSak jeSté doplnujici podminky. Chtél by, aby obsahy
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poli byly celociselné - tloha vypada lakavéji, prijemnéji se pocita. Nechce vsak, aby
celociselné byly i délky stran poli. Pak by bylo mozné vysledky jen uhodnout bez
provedeni vypoétu. Voli proto viechny hodnoty ve tvaru kv/3 (k je prirozené &islo).
Tyto hodnoty zarucené nikdo neuhodne, v soucinu ale ziskame prijemné vypadajici

prirozena cisla.
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Typ uvahy

S plnym védomim nasledku. Libor ma pfesné rozmyslené pozadavky. MiiZe to znit
paradoxné, ale on vypocitava Cisla k zadani. A voli cestu, kterd nemtize zklamat -

Cisla ziskana vypoctem ,odzadu” nutné musi spliiovat vSechny pozadavky.

Faze tvorby

Transformace, formulace.

Komentar

MoZna si nékdo z ¢tenaiti nezabyvajicich se matematikou tika, pro¢ se Libor snazil
znemoZnit odhadnuti spravného reseni. Jisté, je pravda, Ze schopnost odhadu
arychlé orientace v situaci je opravdu Zadouci kompetenci, kterou se snazi rozvijet
i matematika. Nicméné odhady v matematice nemaji své misto vSude. Korektnim
vyreSenim Ukolu ma matematik na mysli provedeni takového postupu, ktery odhali
vSechna reSeni dané situace a vylouci existenci jinych reSeni. Odhadnuté feSen,

i kdyby bylo podeprené zkouskou spravnosti, korektni neni, protoZe existenci jinych
reSeni nevyloucilo. Takze paradoxné by byli v tloze zdanlivé uspéSnéjsi slabsi Zaci,
ktefi si tuto nutnost neuvédomuji. Libor si toto uskali uvédomuje a podobné situaci

predchazi, i v tom jsou vidét jeho zkuSenosti.

15.

Uvaha
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Libor nakonec jesté jednou méni Cisla. Na predchozim obrazku se mu nelibil velky
rozdil mezi obsahem nejmensiho anejvétSiho pole. Planuje pripojit odpovidajici
obrazek a situace se mu nelib{ z estetického hlediska. Voli hodnoty délek, mezi nimiz

jsou mensi rozdily, znovu vypocitava obsahy do zadani.

W TR IR |
- - |

Typ tivahy

S plnym védomim nasledku - pridava si dalSi podminku, vytvari postup, aby

zohlednil i ji.

Faze tvorby

Hodnoceni, transformace, formulace.

Komentdr
Opét jsme vidéli znak prace zkuSeného tviirce - cisla vygenerovana v piedchozi

uvaze bez problému mohla slouzit do hotové ulohy, Libor vSak jeSté zvazuje detaily.

16.

Uvaha
Libor nakonec ulohu propocitava, vse kontroluje. Dopracovava piesnou formulaci,
pirekresluje obrazek do poéitace. Ulohu hodnoti jako vhodnou do matematické

olympiady, cil tedy splnil.

Typ tivahy

Nelze hodnotit, protoZe se obsahové jiZ nic nevytvari.
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Faze tvorby

Formulace, zavérec¢né zhodnoceni.

Komentdr
Na zavér si vSimnéme jeSté jedné véci - kolik toho Libor sdm v pribéhu tvorby
propocital. Kolik dil¢ich dloh rozdilné obtiZnosti (od trivialit aZ po ndro¢né obecné

propocty) vlastné sam vyresil.

Vysledna tloha:

Na obrazku je ¢tverec ABCD rozdéleny dvéma rovnobéZnymi pfimkami a dalSimi dvéma
piimkami na né kolmymi na devét rovnobézniki. Ve ¢tyrech z nich je zapsany jejich
obsah, ato vcm?2 Urcete obsahy ostatnich péti rovnobézniki, vite-li, Ze vysSrafovany

vv_ s

rovnobéznik je Ctverec.

D &
7
45
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126 54

(Reseni tlohy je uvedeno v p¥iloze.)

Zavér
Z vysledkil vyzkumu vyplynulo, Ze s rostoucim mnozstvim zkusSenosti tviirce iloh stoupa

pravdépodobnost, Ze se v praci objevi ivaha s plnym védomim nasledku.

DalSim zjiSténim je, Ze s rostoucim mnoZstvim zkuSenosti ubyva situaci, kdy tviirce téka
mezi napady azavrhuje nedostate¢né prozkoumané ndméty. Druhé zjiSténi vyrazné

koresponduje s teorii linedrniho a cyklického modelu (Pelczer a Gamboa, 2009), kde
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rychlé zavrZzeni namétu odpovida linedrnimu modelu, typickému hlavné pro zacatecniky.
Prozkoumani tématu s hledanim vhodnych transformaci odpovida modelu cyklickému,

ktery je obvyklou trajektorii zkusenych tviirca.

Ukazka Liborovy prace je plné vsouladu s predloZzenymi zavéry is citovanou teorii
linearniho a cyklického modelu. Libor se mnohokrat vraci, transformuje své predchozi
napady ke stale lepSimu tvaru ulohy. Pracuje tedy cyklicky. V celé jeho praci je patrna

jasna vize zavérecné ulohy. Vyuziva uvahy s plnym védomim nasledku.

V ukazce jsme vidéli zpusob, jakym miZe vzniknout kvalitni matematicka tloha. Mize
samoziejmeé vzniknout i jinak. Kazda dloha je jina, kazdy tviirce je jiny, kazda situace je
jind. JistéZe existuji situace, kdy zacatecnik nad situaci hlouba a prekvapi propracovanosti
prace ivyslednou ulohou. Stejné tak experti obcas pracuji zdanlivé zacateCnickou

trajektorii primého rozvedeni jednoho napadu - prosté napad je tak dobry, Ze Zadné

transformace typické pro zkusené tviirce nejsou potieba.

Ze zkuSenosti mlzu poradit jednu véc: Chcete-li se vénovat tvorbé uloh, nenechte se
odradit neuspéchy - zezacatku to opravdu neni lehké. A jesté jedna prakticka rada -
nezacinejte uplné z nuly - jak rada tikavam, nad prazdnym papirem. Pokud si nad néj
nesednete jiZ s ndpadem zrajicim ve vasi hlavé, tak to pijde velmi tézko. Situace je prilis
otevienad, bez zachytnych bodi. A vy pravdépodobné budete tékat od jednoho napadu ke
druhému, ale vSude ptijdete po povrchu, ne do hloubky. Je potieba - alespon pro zacatek
- si téma néjak konkretizovat. Treba tak, jako jsme si ukazali u Libora, Ze vyjdete od
existujici ulohy a budete se snaZzit najit jeji variaci, kterd s piivodni dlohou bude mit
pramalo spolecného. Nebo Ze si tfeba reknete, Ze chcete vytvorit ilohu na netradi¢ni
vyuziti Pythagorovy véty v pravouhlém trojihelniku vzniklém néjakym rozdélenim
rovnobézniku. Pokud vas prace na tvorbé sama odvede k néCemu jinému, nebrarte se
tomu. Pokud ale mate pocit, Ze nic nevymyslite a Ze byste si méli téma zménit, vytrvejte.
Ono vas urcité néco napadne. A urcité lepSiho, nez kdybyste zacali tékat od tématu

k tématu, a vratili se tak k situaci prazdného papiru.

Pokud se po precteni ¢clanku pustite do tvoreni dlohy, budu moc rada. A pokud ne, doufam,
Ze jsme se spolecné asponi trochu podivali do ,kuchyné“, ve které se pripravuji nerutinni

a naro¢né matematické tlohy.
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Priloha

Uloha 1:

Obdélnik jsme rozdélili dvéma na sebe kolmymi piimkami na ¢tyti mensi obdélniky. Délka
kazdé jejich strany je v centimetrech vyjadiena celym cislem. Obsahy tfi z téchto Ctyr
mensich obdélnikil jsou 325, 375 a 405 centimetrl Ctverecnich. Vypocitejte délky stran

ptivodniho obdélniku.

Reseni:

Na misto obdélniku sousediciho s obéma dalsimi zadanymi obdélniky musime vybrat takovy,
ktery md délku jedné strany spolecné s jednim sousednim obdélnikem a délku druhé strany
s druhym. Pritom délky stran v soucinu musi ddvat dané obsahy. Rozklady danych obsahti
na soucin jsou 325=5-5-13;375=5-5-5-3;405=5-3-3-3-3.

Jedind mozZnost, jak za dodrZeni v§ech podminek rozmistit ¢isla z rozkladi, je uvedena na

ndsledujicim obrdzku.

5-5 3-3-3

5.3

375 405

13

325

Délky stran obdélniku jsou5-5+3-3-3=52(cm)a5-3+13 =28 (cm).

Uloha 2:
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Obdélnik na obrazku je ¢tyimi tiseCkami rozdélen na devét obdélniki, v péti z nich jsou

napsany jejich obsahy (v centimetrech ctverecnich). UrcCete obsahy zbyvajicich Ctyt

obdélnikii.

12

20

18

15

24

Reseni:

Oznacme si obsahy zbyvajicich obdélnikii jako na obrdzku:

12 20 18
A 15 B
C D 24

Pro obdélniky sdilejici stejné délky prislusnych stran plati napr. ndsledujici poméry:

oy Voo y 27 80
Odtud jiz snadno dopocitdme, Ze A =9 cm?, B = Y cm?, C=16cm?aD = ey cm2.

Uloha 3:

1220
A 15
20 18
15 B
12 18
C 24
A 15
C D
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Na obrazku je ¢tverec ABCD rozdéleny dvéma rovnobéznymi primkami a dalsimi dvéma
pfimkami na né kolmymi na devét rovnobéznikl. Ve ¢tyfech z nich je zapsany jejich
obsah, ato vcm? Urcete obsahy ostatnich péti rovnobézniki, vite-li, Ze vySrafovany

rovnobéznik je Ctverec.

45

60

126 54

Oznacme si délky jednotlivych tsekii stran ctverce jako na obrdzku.

D c
45| v
60 a

126 54| b

A b ¥ = B

Podle podminek uilohy sestavime ndsledujici rovnice:

1) x+y+z=a+b+ytedyx+z=a+b

2) ax=126
3) az=54
4) by =60
5) zy =45

Zrovnic 2) a 3) plyne, Ze 1)26—6 = 52—4, po zjednoduseni x = gz.
Zrovnic 4) a 5) plyne, Ze % = 42—5, po zjednoduseni b = %Z.

Dosazenim ziskanych vztahti do rovnice 1) a jejim zjednodusenim zjistime, Ze a = 2z.
Po dosazeni do rovnice 3) obdrzime hodnotu z = 3\/3, ddle postupnym dosazovdnim do

rovnic 3), 2), 5) a 4) dojdeme k hodnotdm a = 6+/3,x = 7+/3,y = 5v3,b = 4+/3.

Svét nadani 1./VIL Stranka 57



Svét nadani Casopis o nadani a nadanych Cislo 1, ro¢nik VIL, 2018

Mdme jiZ vSechny délky stran dil¢ich obdélnikii, miiZzeme dopocitat jejich obsahy: 105 cm?,

75 cm?, 84 cm?, 36 cm?2 a 90 cm?.
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